ANALYYSIN TEORIA A JA B

Kaikkia lauseita ei ole muotoiltu samalla tavalla kuin luennoilla. Ilmoita virheistd yms osoitteeseen
mikko.kangasmaki@uta.fi (jos et ole varma, onko kyseessé virhe, niin ilmoita mieluummin).

1. YLEISTA, LUVUT

Merkinnillda A C B tarkoitetaan, ettd A on B:n aito tai epdaito osajoukko. Siis A C B ei sulje
pois mahdollisuutta, ettd A = B.

1.1. Luonnolliset luvut N = {1,2,3,...}. Luonnollisten lukujen joukossa on miiritelty yhteen-
ja vahennyslasku.
Peanon aksioomat

PO On olemassa luonnollinen luku 1 € N.

P1 Jokaisella n € N on olemassa seuraaja, n + 1 € N.

P2 Luku 1 ei ole minké&n luonnollisen luvun seuraaja

P3 Jos luvuille n,k e Nonn+1=%k+ 1, niin n = k.

P4 Jos AC Nssiten,etti le Ajanc€ A= n+1¢€ A, niin A=N.

P4 on induktioaksiooma, joka takaa induktiotodistuksen pétevyyden.
Esimerkki 1.1.1 (Bernoullin epdyhtild). Jos z € R: 2 = —1 jan € N, niin (1 + )" = 1+ na.

1.2. Kokonaisluvut Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Kokonaislukujen joukossa jokaisella luvul-
la n on yhteenlaskun vasta-alkio, —n.

1.3. Rationaaliluvut Q = {% : m € Z,n € N}. Rationaalilukujen joukossa jokaisella ¢ # 0
on kertolaskun kiinteisalkio ¢—!'. Rationaaliluvut muodostavat jirjestetyn kunnan, eli tdyttiviit
reaalilukujen yhteydessé esitettdvit kunta- ja jirjestysaksioomat (A0-9 ja B1-4).

Esimerkki 1.3.1. On janoja, joiden pituudet eivit ole rationaalisia, esimerkiksi nelion, jonka sivujen
pituus on 1 livistija on v2 & Q.

2. REAALILUVUT R

Reaalilukujen joukko on Dedekind-tiydellinen jérjestetty kunta, eli se tiyttaé

A. Kunta-aksioomat,
B. Jéarjestysaksioomat, ja
C. Taydellisyysaksiooman.

Se, ettd R tdyttdd ndma aksioomat ei ole teoreema, vaan reaalilukujen méaéritelmé.

2.1. Kunta-aksioomat.

A0. R:ssd on kaksi laskutoimitusta, yhteen- ja kertolasku (merkitddn x + y ja = -y tai zy),
xz+y € Rjazy € R kaikilla z,y € R.

Al. z 4+ y =y + x kaikilla z,y € R. (Yhteenlaskun vaihdantalaki)

A2. 2+ (y+2) = (z +y) + z kaikilla z,y, z € R. (Yhteenlaskun liitdnt&laki)

A3. R:ssid on yhteenlaskun neutraalialkio, eli e € R siten, ettd e + = = x kaikilla x € R.

Lause 2.1.1. Yhteenlaskun neutraalialkio on yksikésitteinen.

Kutsutaan yhteenlaskun neutraalialkiota "nollaksi”, ja merkit&in sité 0.
A4. Jokaisella € R on olemassa yhteenlaskun vasta-alkio, eli y € R siten, ettd x +y = 0.

Lause 2.1.2. Kullakin z € R on vain yksi yhteenlaskun vasta-alkio.

Luvun z € R vasta-alkiota merkitdin —zx.

A5. zy = yx kaikilla 2,y € R. (Kertolaskun vaihdannaisuus)
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A6. z(yz) = (zy)z kaikilla z,y, z € R. (Kertolaskun liitdnnaisyys)
A7. On olemassa kertolaskun neutraalialkio e € R\ {0} siten, ettd ex = x kaikilla z € R.

Huomautus: AT:ssa osa e # 0 on osa méiritelméi. Se takaa, ettd R # {0}.
Lause 2.1.3. Kertolaskun neutraalialkio on yksikisitteinen.

Annetaan kertolaskun neutraalialkiolle nimi "yksi"ja merkki 1.
A8. Jokaisella € R\ {0} on kertolaskun kisinteisalkio, eli luku y € R siten, ettd zy = 1.

Lause 2.1.4. Kullakin z € R\ {0} on vain yksi kertolaskun ki&nteisalkio.

Annetaan z:n kertolaskun kiinteislkiolle merkki 2.
A9. z(y+ 2) = xy + xz kaikilla z,y, z € R. (osittelulaki)
Huom: Kunta-aksioomat A2 ja A6 oikeuttavat merkinnat x +y +zjax-y- 2.

Lause 2.1.5. Jos z +y = 2 + z, niin y = z.

Lause 2.1.6. Yhtdlolld a + = = b, missd x on muuttuja, on yksikésitteinen ratkaisu x = b — a.
Lause 2.1.7. z -0 = 0 kaikilla z € R.

Lause 2.1.8. Jos zy = 0, niin z = 0 tai y = 0.

Lause 2.1.9. Jos zy = xz ja  # 0, niin y = z.

Lause 2.1.10. Yhtalolld axz = b on yksikéisitteinen ratkaisu « = a~'b, kun a # 0.

Lemma 2.1.11. a) (—x)y = —(zy)
b) (—z)(—y) =y
c) —(—z)==
d) (")l =2

2.2. Jarjestysaksioomat.

B1. R:ssd on médritelty relaatio <, eli "pienempi kuin"siten, ettd kaikille z,y € R tasan yksi
seuraavista pitad paikkansa:

r<y, x=y tal y<zx.

B2. Jos z <y jay < z, niin z < z. (Transitiivisuus)
B3. Jos x < y, niin kaikille z e Ron z 4+ 2z < y + 2.
B4. Jos 0 < z ja 0 < y, niin 0 < zy.

Merkitéén:
r>yi=y<z
rSyE=ar<ytarz=y
T2y = x>y tal z=y.
Lause 2.2.1. Jos z £y jay < o, niin x = y.

Lause 2.2.2. a) Jos x > 0, niin —z < 0.
b) Jos x # 0, niin = -z > 0.
c) 1>0.

Huom: Aksiooma B2 oikeuttaa merkinnin z < y < z.

Lause 2.2.3. a) Jos x> 0jay <0, niin zy <0
b) Jos z < 0jay <0, niin zy >0
¢) Jos z > 0, niin 27 > 0. Jos x < 0, niin 27! < 0.
d) Jos z <y jaz>0, nin zz < zy
e) Jos ¢ <y jaz <0, niin zz > zy.

Seuraus 2.2.4. a) x <y zr<zy kun z >0
b) z <y <& zz > zy, kun z < 0.

Lemma 2.2.5. a) Jos x,y > 0, niin > y < 22 > y2.
b) z<yjaz<u=z+z<y+u.



ANALYYSIN TEORIA A JA B 3

2.3. N,Z ja Q reaalilukujen osajoukkona. Luonnolliset luvut voidaan upottaa R:44n kuvauksella
f:N =R, jolle

f(An) :=1r, ja
flnn + 1) : = f(ny) + 1g.
Lause 2.3.1. Edelldmainittu f on laskutoimitukset ja jarjestyksen sailyttava injektio.
Huom: Esimerkiksi
dg-z=(lg+1lg+1lg+g)z=1g -2+ 1lg- 2+ 1lg- 2+ 1lg- 2=+ + 2+ 2,

joten luonnollisen luvun ja reaaliluvun tulo voidaan tulkita sekd monikerraksi, ettd aksiooman AQ
mielessi pelkkind tulona.
Kokonaisluvut upotetaan R:dén funktiolla g : Z — R, jolle

g(mz) == f(mn), kun m > 0,
9(0z) := Og, ja
g(mz) == —g(—mz), kun m < 0.

Lause 2.3.2. Edellimainittu g on laskutoimitukset ja jirjestyksen siilyttiva injektio.

Rationaaliluvut upotetaan R:4dn kuvauksella i : Q — R, jolle

h(:);:%,kunmezpneﬁl.

Lause 2.3.3. Edellamianittu h on laskutoimitukset ja jirjestyksen sdilyttéva injektio.
Huom: Merkitdin
o=z ja "t =", kun n € N
ja
2" =1, kun z #0, ja
"= xi"’ kunn e Z_.

Lause
a) (xm)n — x(mn)
b) z(mtn) = gmgn
silloin, kun kaikki potenssit on méaritelty.
2.4. Supremum, infimum ja tdydellisyysaksiooma.
Maiéritelmi 2.4.1. a) Luku G € R on joukon A C R yldraja, jos < G kaikilla z € A.
b) Luku M € R on joukon A pienin yliraja, eli supremum, jos M < G kaikille joukon A
ylarajoille G, merkitdan M = sup A.
c) Joukko A C R on ylhddltd rajoitettu, jos silld on ylédraja.

C Téydellisyysaksiooma. Jokaisella ylh#éltd rajoitetulla joukolla A C R on pienin ylaraja,
sup A € R.

Esimerkki 2.4.2. Joukolla {g € Q : ¢*> < 2} ei ole supremumia Q:ssa.
Esimerkki 2.4.3. On olemassa = € R siten, ettd z2 = 2.

Esimerkki 2.4.4. Joukon
20 —1

{a:+1

X e R+}
supremum on 2.

Lause 2.4.5. Luku M € R on joukon A C R supremum jos, ja vain jos
a) ¢ < M kaikilla z € A ja
b) VeeR Iye A: M —e<y.
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Lause 2.4.6. Ylhailti rajoitetun joukon supremum on yksikésitteinen.
Lause 2.4.7. Jos joukossa A C R on suurin luku M, niin M = sup A.

Masritelmi 2.4.8. a) Luku g € R on joukon A C R alaraja, jos g < x kaikilla x € A.
b) Luku m € R on joukon A suurin alaraja, eli infimum, jos g < m kaikille joukon A alarajoille
g, merkitdin M = inf A.
c¢) Joukko A C R on alhaalta rajoitettu, jos silld on alaraja.
d) Joukko A C R on rajoitettu, jos se on seki ylhailté, ettd alhaalta rajoitettu.

Lause 2.4.9. a) Alhaalta rajoitetulla joukolla on infimum
b) Alhaalta rajoitetun joukon infimum on yksikisitteinen
c¢) Jos joukossa A on pienin luku m, niin m = inf A.
d) Luku m on joukon A infimum jos, ja vain jos
1) m <z kaikillaz € A
2) VeeRyye Ay <m+e.

2.5. Arkhimedeen lause.
Lause 2.5.1 (Arkhimedeen lause). Kaikille z € R on olemassa n € N siten, ettd n > x.

Huom: Arkhimedeen lause voidaan muotoilla myds: Kaikille z,y € Ry on olemassa n € N siten,
ettd ny > x. Jirjestettyd kuntaa, jossa Arkhimedeen lause on tosi, sanotaan Arkhimedeen kunnaksi.
Kaikki jérjestetyt kunnat eivit ole Arkhimedeen kuntia.

Lause 2.5.2. Rationaalilukujen joukko on Arkhimedeen kunta.
Lause 2.5.3. Kahden eri reaaliluvun vélissd on aina rationaaliluku.

Seuraus 2.5.4. Jokaista reaalilukua voidaan arvioida mielivaltaisella tarkkuudella rationaaliluvuil-
la, eli Q on tihed R:ssé.

Seuraus 2.5.5. Kahden eri rationaaliluvun vélissd on aina irrationaaliluku.

Seuraus 2.5.6. Mitid tahansa rationaalilukua voidaan arvioida mielivaltaisella tarkkuudella irra-
tionaaliluvuilla.

Seuraus 2.5.7. Kahden eri reaaliluvun vilissé on ddrettoman monta rationaalilukua ja darettomén
monta irrationaalilukua.

2.6. Itseisarvo, kolmioepéayhtils ja topologiaa.

Maaritelmi 2.6.1. Reaaliluvun x itseisarvo on

2] = T, kunz 2 0
o —z, kun x <0.

Huom: |z| on z:n etdisyys O:sta. |z — y| on z:n etdisyys y:sti.

Lemma 2.6.2. a) |z| > 0V € R
b) |[z]=0&2=0
c) |z = |-zl
d) —fz| =2 =[x
e) |zyl = |z[ly|

f) a? <y? < [z] <yl
Lause 2.6.3 (Kolmioepéyhtilo, eli A-ey.). Kaikille z,y € R on
llz] = [yl = |z £yl = || + Jyl.

Seuraus 2.6.4.
n

n
Zxk < Z\xk| Vr1,%2,...,T, € R.

k=1 k=1
Maéaritelma 2.6.5. Olkoon a,b € R : a < b Talloin




ANALYYSIN TEORIA A JA B 5

la,b[:={z € R:a <z < b} on avoin vdili,
b) [a,b] :=={z € R:a <z < b} on suljettu vdli,

[a,b[:=={xeR:a Xz <b}

ja Ja,b] :={x € R:a < x < b} ovat puoliavoimia vdlejd,
d) [a,00[:={z €R:a =z},

Ja,o0[:={z €R:a <z},

|—o00,b] :=={x € R:z < b},

[—o0,b) :={z €eR:x S b} ja

]—00, 00[ := R ovat rajoittamattomia vileji.

Huom: |—o0, b] ei ole erityistapaus vilistd ]a, b[, silld co & R.
Miéritelmd 2.6.6. Avointa valid |z — e,z + €[ sanotaan pisteen = e-ympdristoksi, ja merkitdin
B(z,e¢).

Huom: y € B(z;e) & |z —y| < e.

Masritelméa 2.6.7. Joukko A C R on awoin, jos jokaisella © € A on olemassa € € R siten, ettd
B(z,e) C A. Joukko B C R on suljettu, jos R\ B on avoin.

Huom: Joukon ei ole pakko olla joko suljettu tai avoin, esimerkiksi [a, b ei ole kumpaakaan.

Lause 2.6.8. a) 0 ja R ovat sekd suljettuja, ettd avoimia
b) Avoin véli on avoin joukko
c¢) Suljettu véli on suljettu joukko
d) Puoliavoin vili ei ole avoin eikd suljettu.

Lause 2.6.9. a) Miki tahansa avointen joukkojen yhdiste on avoin.
b) Avointen joukkojen direllinen leikkaus on avoin.

Seuraus 2.6.10. a) Suljettujen joukkojen miké tahansa leikkaus on suljettu.
b) Suljettujen joukkojen &darellinen yhdiste on suljettu.

Maiéritelmi 2.6.11. Piste x € R on joukon A C R kasautumispiste, jos kaikilla ¢ € R, joukossa
B(z,¢e) \ {z} on ddrettémin monta joukon A pistetta.
Huom: Seuraavat ovat yhtapitévia:

(1) « on joukon A kasautumispiste
(2) kaikilla € joukossa [B(x,¢) \ {x}] N A on ddrettéman monta pistetta
(3) kaikilla € joukossa [B(z,e) \ {z}] N A on &irettdmin monta joukon A pistettd (tdmé on
luennolla esitetty méaritelma)
(4) kaikilla € joukossa [B(z, ) \ {z}] on joukon A piste
(5) kaikilla € on [B(z,e) \{z}]NA#0D
Huom: z:n ei tarvitse olla joukon A piste ollakseen sen kasautumispiste.

Lause 2.6.12. Epétyhja joukko on suljettu jos, ja vain jos se siséltdd kaikki kasautumispisteensa.

3. LUKUJONON RAJA-ARVO
3.1. Maéaritelmé ja perusominaisuuksia.

Maééritelma 3.1.1. Lukujono on jono reaalilukuja: x1, zo, . ... Sitd merkitdén (z,,)22, tai (Tn)nen,
tai vain lyhyesti (z,,).

Huom: Lukujonoa voidaan ajatella kuvauksena f: N — R.
Maééritelmd 3.1.2. Lukujonon (z,)5%; raja-arvo on = € R, jos
Ve e Ridn(e) e N:in > n(e) = |z, — x| <e.

Merkitdan talloin ¢ = lim,, oo Tn-
Lukujonoa, jolla on raja-arvo sanotaan suppenevaksi (eli konvergoivaksi ). Jos lukujono ei suppene,
sitd sanotaan hajaantuvaksi, eli divergoivaksi.
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Huom: Merkitdén joskus n(e):a ne.
Huom:

lim z, <= Ve € Ry3dn(e) € N:z, € B(z,¢), kun n > n(e).

n—oo
Lause 3.1.3. Suppenevan lukujonon raja-arvo on yksikésitteinen.

Lause 3.1.4. lim, o T, =  jos, ja vain jos Ve € Ry joukossa R\ B(z, ) on enintddn darellinen
madra jonon (x,) alkioita.

Lause 3.1.5. Suppeneva lukujono on rajoitettu. Toisin sanoen, jos (x,) suppenee, on olemassa
m, M € R siten, ettd m < z,, < M kaikilla n € N.

Lause 3.1.6. Jos lim,,_, , = x ja lim,, . 4y, = ¥y, niin

) hmnﬂoo(axn) =az Ya € R
)

lim,, 00 ;T: = %, kun y # 0.
Lemma 3.1.7. a) lim, oo ¢y = ¢ <= lim,, oo (zp, — ) =0
b) limy, oo T = & <= limy, 00 Tpyr = ¢ ¥k €N
¢) limy oo T = & = limy, o0 |20 | = |2| (Huomaa: implikaatio, ei ekvivalenssi)

d) limy, o0 p = 0 <= lim,, o0 |2,| = 0.

Seuraus 3.1.8. Jos (z,,) suppenee ja (y,) hajaantuu, niin

a) (x, + yn) hajaantuu ja
b) (z,yn) hajaantuu, kun lim, . x, # 0.

Huom: lim,,_, o, z,, = 0 ei riitd takaamaan, ettd (z,y,) suppenee.
Lause 3.1.9. Jos lim, .z, =z ja z,, < M € R kaikilla n € N, niin z < M.
Seuraus 3.1.10. Jos lim,, . T, = = ja x, = m € R kaikilla n € N, niin x = m.

Lause 3.1.11. Jos lim, oo, = lim, oo yn = = ja x, < 2, < ¥, kaikilla n > ng € N, niin
lim,, o 2 = .

Esimerkki: lim, .o, ¢/p =1, kun p € R,.
Lause 3.1.12. Jos (x,) suppenee, niin
Ve e Rydn(e) e Nin > n(e) = |wpyp —xn| <e VpeN.
Huom: Lause 3.1.12 sanoo, ettd suppenevat lukujonot ovat Cauchy-jonoja.
Seuraus 3.1.13. Jos (z,,) suppenee, niin
Ve e Ridn(e) e Nim,n > n(e) = |xm — zpn| < €.
Huom: Seuraus 3.1.13 on vain toinen muotoilu sille, ettd suppeneva lukujono on Cauchy-jono.

Seuraus 3.1.14. Jos on olemassa € € R siten, ettd kaikille k¥ € N on olemassa m,n > k siten, etté
|€m — @p| 2 €, niin lukujono (z,,) el suppene.

Esimerkki 3.1.15. lim,, ..o a” =0, kun 0 < a < 1.

Esimerkki 3.1.16. lim, .., ¥/n=1
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3.2. Monotoniset jonot.

Mairitelmd 3.2.1. Lukujono (z,) on

a) nouseva, jos Tny1 = T kaikillan € N

b

) aidosti nouseva, jos Tn11 > T, kaikilla n € N

) laskeva, jos xp1+1 S o, kaikillan € N

) aidosti laskeva, jos x,11 < zp, kaikilla n € N

) monotoninen, jos se on nouseva tai laskeva

) aidosti monotoninen, jos se on aidosti nouseva tai aidosti laskeva.

- O 2.0

Huom: Joskus nousevaa jonoa sanotaan kasvavaksi ja laskevaa pieneneviksi tai vihenevéksi.
Lause 3.2.2. Nouseva lukujono suppenee, jos ja vain jos se on ylh#&lta rajoitettu.
Seuraus 3.2.3. Laskeva lukujono suppenee jos, ja vain jos se on alhaalta rajoitettu.

Lause 3.2.4. Jos a, < by, lim, oo by — an = 0, ja [ant1,bnr1] C [an, by kaikilla n € N, niin

leikkauksessa N5, [an, by] on tasan yksi piste.

Esimerkki 3.2.5. On olemassa raja-arvo lim, (1 + %)". Tata raja-arvoa sanotaan Neperin lu-
vuksi, ja merkitddn e.

3.3. Cauchyn yleinen suppenemiskriteerio.

Maéiritelma 3.3.1. Jono (x,) on Cauchy-jono, jos kaikilla € € R, on olemassa n(e) € N siten, ettéd
[T — Tn] < &, kun m,n > n(e).

Lause 3.3.2. Lukujono suppenee jos, ja vain jos se on Cauchy-jono.
Seuraus 3.3.3. R on Cauchy-téydellinen.

Huom: Jarjestetty kunta (tai yleisemmin metrinen avaruus) on Cauchy-taydellinen, jos sen
Cauchy-jonot suppenevat. Taydellisyysaksiooma sanoo, ettd R on Dedekind-tdydellinen. Jirjestetylle
kunnalle K pétee:

K on Dedekind-tdydellinen = K on Cauchy-tdydellinen
K on Cauchy-tdydellinen = K on Dedekind-tédydellinen
K on Dedekind-taydellinen <= K on Cauchy-tdydellinen ja Arkhimedeen lause on tosi K:ssa

3.4. Osajonot ja Bolzano-Weierstrassin lause.

Maésritelmé 3.4.1. Olkoon (ny)g2, aidosti kasvava jono luonnollisia lukuja (eli n; < na < ng <
c- < ny < ---). Méadrittelemdlld yy, :== z,, saadaan jonon (x,) osajono

(we)ir = (@ni )72

Lause 3.4.2. Jos lukujono suppenee, niin myds sen jokainen osajono suppenee samaan raja-arvoon
kuin alkuperdinen jono.

Seuraus 3.4.3. Lukujono ei suppene, jos

a) silld on hajaantuva osajono
b) silld on kaksi eri raja-arvoihin suppenevaa osajonoa.

Lause 3.4.4 (Bolzano-Weierstrass). Rajoitetulla lukujonolla on suppeneva osajono.

Seuraus. Rajoitetulla reaalilukujoukolla, jossa on ddrettomin monta pistetté, on kasautumispiste.

Huom: Luennolla ei esitetty edellistd seurausta, eikd sitd tarvitse tietdd kokeessa, todistus on
samanlainen kuin Bolzano-Weierstrassin lauseelle.
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3.5. Rajatta kasvavat ja vihenevit jonot.

Maiéritelmi 3.5.1. a) Jono (x,) kasvaa rajatta, jos jokaisella M € R on olemassa ny; € N
siten, ettd n > ny = x,, > M, merkitdin talloin lim,, . z, = oco.
b) Jono (x,) vihenee rajatta, jos jokaisella m € R on olemassa n,, € N siten, ettd n > n,, —
T, < m, merkitdin lim,, .. x, = —o0.

Huom:

(1) limy,— oo T, = 00 ei ole erityistapaus tavallisesta raja-arvosta, silla co ¢ R.

(2) Merkintd n — oo tulisikin lukea mieluummin "kun n kasvaa rajatta" kuin "n:n ldhestyessi
daretontd".

(3) Rajatta kasvava/viheneva lukujono ei suppene, vaan hajaantuu.

Lause 3.5.2. Jos limy, o0 T, = limy, oo ¥, = 00 ja limy, o0 2, = 2z € R, niin
) limy, o0 (T + 2,) = 00

¢) limy, oo (TnYn) = 00

d)

lim, 0 ng =0

Huom: Esimerkiksi seuraavien raja-arvoista edellisen lauseen oletuksin ei ole tietoa:

Zn

(Tn —yn), 3= Ja I

4. FUNKTION RAJA-ARVO

4.1. Funktio.

Masritelmé 4.1.1. Jos f: A — B on funktio, niin

a) A on f:n maarittely- eli lihtdjoukko
b) B on f:n maalijoukko
c) jos Ay C A, niin f(A;) :={f(z): z € A1} on joukon A; kuvajoukko
d) jos By C B, niin f~}(By) :={z € A: f(z) € By} on joukon B alkukuva
e) jos f(A) = B, niin f on surjektio
f) jos 21 # o = f(x1) # f(22), niin f on injektio
)

g) f on bijektio, jos se on sekd surjektio, ettd injektio.

Masééritelma 4.1.2. a) Jos f: A — B on funktio ja A; C A, niin funktio
g: A — Bz~ f(z)

on funktion f rajoittuma joukkoon A;, merkitdéin g = f4,.

b) Jos f: A— Bjag:B — C ovat funktioita, niin go f : A — C : z +— ¢(f(z)) on g:n ja fin
yhdistetty kuvaus

c) Jos f: A — B on bijektio, vastaa jokaista y € B yksikisitteinen « € A siten, ettd f(z) = y.
Talloin fm kddnteisfunktio on

ff':B—A:y—z, kun f(z) =

Esimerkki:
(1)

(2) 1 kunze A
x) =
XA 0 kunxg A

on joukon A karakteristinen funktio.
(2) id: A — A:x— x on identtinen kuvaus joukossa A
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4.2. Funktion raja-arvo.

Maiiritelmé 4.2.1. Joukko B(z,e) \ {} on pisteen = punkteerattu e-ympdristd, ja sitd merkitain
B'(z,¢).

Maisaritelma 4.2.2. Reaaliluku a on funktion raja-arvo pisteessd xq, jos f : A — B on méaritelty
jossain pisteen xy punkteeratussa ympdaristossa, ja

Vee Ry eRytx€eAjald < |z —ao| <de = |f(x) —a| <e.
Merkitdan talloin lim,_, ., f(z) = a.

Huom:
(1) Funktiolla voi olla raja-arvo pisteessi xg, vaikka se ei olisikaan mairitelty siind pisteessi.
(2) Kéytédnnossa luku todistetaan funktion raja-arvoksi (yleensi) palauttamalla epayhtdlon
|f(x)—al < € totuus epayhtilon a|x — x| < Se totuuteen, jolloin d.:ksi kiy % Talloin pitaa
muistaa tarkastella, milli ehdoilla alkuperdinen epayhtélo on tosi (eikid mité seurauksia sen
totuudesta on). Ei kannata kuitenkaan opetella mekaanisia menetelmia, silla poikkeukselli-
sissa tilanteissa niisté ei ole apua.

Lause 4.2.3. Jos funktiolla on raja-arvo, niin se on yksikisitteinen.

Lause 4.2.4. Seuraavat ovat yhtédpitivia:
a) limg_.,, f(z) =a
b) Ve e R436. € Ry : x € B'(x0,0:) = f(z) € B(a,¢)
c) Ve e Ry3b. € Ry @ f(B'(20,9:)) C B(a,e).

Huom: edellisen lauseen b- ja c-kohta ovat vain toisia muotoiluja raja-arvon méaritelmaélle.

Lause 4.2.5. Jos raja-arvo lim,_,,, f(z) on olemassa, niin on olemassa a € R, siten, ettd f on
rajoitettu joukossa B'(zg, ).

Lause 4.2.6. Jos lim;_,, f(z) = a ja lim,_,,, g(z) = b, niin
a) limy ., (f +g)(x) =a+b
b) limg ., (cf)(z) =ca Ye e R
¢) limg—z,(f9)(x) = ab
d) limg gy £(x) = ¢, kun b # 0,
Seuraus 4.2.7. Jos on olemassa raja-arvo lim, .., f(x) = a jaei ole olemassa raja-arvoa lim,_,,, g(z),
niin
a) Ei ole olemassa raja-arvoa lim, ., (f + g)(x)
b) Jos a # 0 niin ei ole olemassa raja-arvoa lim,_, ., (fg)(x)

N

Lause 4.2.8. Jos lim,_,,, f(z) = a ja lim;_,, g(z) = b ja on olemassa o € R siten, ettd f(z) <
g(z) kaikilla € B'(xg, @), niin a < b.

A

Lause 4.2.9. Jos lim, 4, f(z) = lim,_,,, g(z) = a, ja on olemassa o € R, siten, ettd f(x) <
h(z) < g(z) kaikilla & € B'(z, &), niin lim,_,,, h(z) = a.
Lause 4.2.10 (Jonokarakterisaatio). Seuraavat ovat yht&pitdvis:

a) limg_., f(z) =a
b) kaikille jonoille (x,,)22 ;, joilla on z,, # xoVn € N ja lim,,_,o =, = o pitee: lim,, o f(z,) =
a.

Lause 4.2.11 ("Cauchy"). Raja-arvo lim,_,,, f(z) on olemassa jos, ja vain jos
Ve € R,36. € R, 1,y € B(00,0.) = |f(z) - fy)] <e.

Seuraus 4.2.12. Jos on olemassa ¢ € R siten, ettd kaikille § € R on olemassa x,y € B'(xq,9),
joille | f(z) — f(y)| 2 €, niin raja-arvoa lim,_,,, f(z) ei ole olemassa.
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4.3. Yleistyksii.

Maiiritelmd 4.3.1. a) Jos f on médritelty joukossa |zg — o, xo[ jollain o € R4, ja
Ve e Ry e Ry txp—e <z <zog = |f(z) —al <e¢,
niin ¢ on f:n vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessd xg, merkitdin
lim f(z)=a.

T—To—
b) Jos f on médritelty joukossa |zg,xo + «f jollain a € Ry, ja
VeeRiF0 eRytxp <z <z9+e=|f(x)—a|]<e,
niin @ on f:n oikeanpuoleinen raja-arvo pisteessd xg, merkitdin

lim f(z) = a.

r—To+
Lause 4.3.2. lim,_,,, f(z) = a jos, ja vain jos lim,_,,,— f(z) = a ja lim,_,,,+ f(z) = a.

Maiéritelmi 4.3.3. Funktio f: A — R on
a) nouseva, jos x <y = f(x) < f(y)
b) aidosti nouseva, jos x <y = f(z) < f(y)
) laskeva, jos x >y = f(z) = f(y)
) aidosti laskeva, jos x >y = f(z) > f(y)
) monotoninen, jos se on nouseva tai laskeva, ja
) aidosti monotoninen, jos se on aidosti nouseva tai aidosti laskeva.

- O 2.0

Lause 4.3.4. Vilill ]a, b| méé&ritellylld nousevalla funktiolla on vasemmanpuoleinen raja-arvo lim,_,,— f(x)
jos, ja vain jos f on ylha&ltd rajoitettu.

Maéritelma 4.3.5. a) Funktio f kasvaa rajatta x:n lahestyessé xg:aa, jos
VM eR oy €R4:0< |x— x| < 0 = f(z) > M,

merkitddn lim,_.,, f(z) = co.
b) Funktio f vihenee rajatta x:n ldhestyessi xg:aa, jos

YmeR 36, € Ry : 0 < |z — o] < Iy = f(x) <m,
merkitdan lim, ., f(z) = —oc.
Maaritelma 4.3.6. a) Funktiolla f : R — R on raja-arvo a x:n kasvaessa rajatta, jos
VeeRydn. e N:ix > n. = |f(z) —al <e,

merkitdin lim, . f(z) = a.
b) Funktio f: R — R kasvaa rajatta x:n kasvaessa rajatta, jos

VM eR dny € Nz >ny = f(x) > M,
merkitdin lim, . f(z) = oo.
Samaan tapaan méairitelliin

lim_f()=a, lm f(z)= oo, lm f(z)=coja lm_f(z)= oo

r——00
5. FUNKTION JATKUVUUS
5.1. Maéaritelmé ja perusominaisuuksia.

Maiéritelmi 5.1.1. Funktio f : A — R on jatkuva pisteessd xg € A, jos se on maéritelty jossain
Zo:n ympéristossi, ja kaikille € € Ry on olemassa §. € Ry siten, ettd |f(x) — f(z0)| < € aina, kun
|z — x| < Oe.

Lause 5.1.2. Seuraavat ovat yhtapitavia:

(1) limg g, f(x) = f(xO)
(2) Ve e Ry € Ryt |z — o] < 8 = |f(z) — f(x0)| < e (eli f on jatkuva)
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(3) Ve e Ry30. € Ry |z — x0| < 6 = f(x) € B(f(x0),¢)
(4) Ve e Ry3d. € Ry 2 € B(wg,0:) = f(x) € B(f(z0),€)
(5) Ve e Ry36. € Ry : f (B'(x0,9:)) C B(f(x0),¢).

Huom: Kohdat 1-5 ovat vain erilaisia muotoiluja jatkuvuuden maaritelmalle.

Lause 5.1.3. Jos funktiot f ja g ovat jatkuvia pisteessd z(, niin

a) (f+ g) on jatkuva pisteessi x

b) (cf) on jatkuva pisteessd xg kaikilla vakioilla ¢ € Ry
c) (fg) on jatkuva pisteessd x

d) (5) on jatkuva pisteessd g, jos g(xg) # 0.

Seuraus 5.1.4. Jos f on jatkuva ja g epdjatkuva zg:ssa, niin (f + g) on epdjatkuva xg:ssa. Jos
lisdksi f(zo) # 0, niin (fg) on epajatkuva xg:ssa.

Lause 5.1.5. Jos f on jatkuva xg:ssa ja lim, .o @, = 2o, niin lim, . f(a,) = f(zo).
Lause 5.1.6. Jos lim,_.,, f(x) = a, ja g on jatkuva pisteessé a, niin lim,_,,,(g o f)(z) = g(a).
Lause 5.1.7. Jos f on jatkuva zg:ssa ja g on jatkuva f(z):ssa, niin (g o f) on jatkuva xq:ssa.

Maiéritelmi 5.1.8. Jos A on avoin, niin funktio f : A — R on jatkuva joukossa A, jos f on jatkuva
jokaisessa pisteessi x € A.

Lause 5.1.9. Jos A on avoin, niin f : A — R on jatkuva jos, ja vain jos jokaisen avoimen joukon
B C R alkukuva f~!(B) on avoin.

Maéritelma 5.1.10. a) Funktio f on vasemmalta jatkuva pisteessd xg, jos lim, ., f(x) =

f(zo)

b) Funktio f on oikealta jatkuva pisteessd xg, jos lim, ..+ f(x) = f(zo).

Lause 5.1.11. Funktio on jatkuva pisteessd xg, jos ja vain jos se on seki vasemmalta, ettd oikealta
jatkuva pisteessd xq.

Maiéritelmd 5.1.12. Funktio on jatkuva suljetulla (ja rajoitetulla) valilla [a,b], jos se on jatkuva
joukossa Ja, b[, vasemmalta jatkuva pisteessd b ja oikealta jatkuva pisteessi a.

5.2. Bolzanon lause ja jatkuvien funktioiden viliarvolause.

Lemma 5.2.1. Jos f on vasemmalta jatkuva pisteessi xg, ja f(zo) > 0, niin on olemassa o € R
siten, ettd f(z) > 0 kaikille © € |zo — «, x0] .

Seuraus 5.2.2. Jos f on oikealta jatkuva pisteessi g, ja f(xg) > 0, niin on olemassa o € R siten,
ettd f(x) > 0 kaikille © € [z, zo + «f. Jos f on jatkuva pisteessd xg ja f(xz) > 0, niin on olemassa
0 € Ry siten, ettd f(z) > 0 kaikille z € B(xg, 3).

Lause 5.2.3 (Bolzano). Jos f : [a,b] — R on jatkuva, f(a) < 0 ja f(b) > 0, niin on olemassa
¢ € la, b| siten, ettd f(c) = 0.

Seuraus 5.2.4. Jos f : [a,b] — R on jatkuva, f(a) > 0 ja f(b) < 0, niin on olemassa c € ]a, b[ siten,
ettd f(c) = 0.

Seuraus 5.2.5 (Jatkuvien funktioiden viliarvolause, eli JFVAL). Jos f : [a,b] — R on jatkuva ja
f(a) <y < f(b), niin on olemassa c € |a, b[ siten, ettd f(c) = y.

Lause 5.2.6. Jos f : [a,b] — R on jatkuva joukossa [a, b], niin se on rajoitettu.

Lause 5.2.7. Jos f : [a,b] — R on jatkuva joukossa [a,b], se saavuttaa suurimman ja pienimméin
arvonsa, seké kaikki niiden vélissé olevat arvot.
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5.3. Funktioita ja kiinteisfunktioita.

Lause 5.3.1. Jos I on avoin vali (myo6s ]a, oo[, |—00, b] ja |—00,o0[), ja f : I — f(I) on jatkuva ja
aidosti nouseva, niin f:114 on ki#dnteisfunktio, joka on my0s jatkuva.

Lause 5.3.2. Polynomit ovat jatkuvia.

gg; (P ja Q ovat polynomeja) ovat jatkuvia niissi pisteissé, joissa
Q(z) # 0 (eli koko méiéirittelyjoukossaan).

Lause 5.3.4. Funktio {/z on jatkuva miirittelyjoukossaan, kun n € N.

Lause 5.3.5. Jérjestetyssd kunnassa K seuraavat ovat yhtéapitavia:

(1) K on Dedekind-taydellinen

Arkhimedeen lause on tosi K:ssa ja K on Cauchy-tdydellinen
nousevalla rajoitetulla jonolla on raja-arvo

sisdkkaisten suljettujen vilien leikkaus on epétyhji

Bolzanon lause on tosi K:ssa

JEVAL on tosi K:ssa

Bolzano-Weierstrassin lause on tosi K:ssa

(Heine-Borelin lause on tosi K:ssa (ei sisilly kurssiin))
suljetulla K:n vililla jatkuva funktio saavuttaa maksiminsa
ddrettomalld rajoitetulla joukolla on kasautumispiste

(2

(3
(4
(5
(6
(7
(8

9
(10

\/\/\_/\_/\/\/V\/\_/

(Luennolla on todistettu vain, ettd kohta 1 implikoi loput (eli toisinsanoen reaaliluvuille, joilla
Dedekind-téydellisyys on aksiooma pétee myos kohdat 2-10)).
6. DIFFERENTIAALILASKENTAA
6.1. Derivaatta.

Maiéritelmi 6.1.1. Jos funktio on médritelty jossain pisteen xg ympéristossi ja raja-arvo

o H@) = fwo) L feh) = @)

x—xT( T — X9 h—0 h o

on olemassa, niin a on f:n derivaatta pisteessi xg, merkitdin a =: f'(z).

Huom. Jatkossa ei aina erikseen sanota, ettd funktion tulee olla mé&aritelty jossain pisteen ym-
péristossé ollakseen derivoituva siini.

Lause 6.1.2. Luku a € R on funktion f: A — R derivaatta pisteessia x € A, jos ja vain jos jossain
r:n ymparistossi on

fl@+h)—f(x)=a-h+h-g(h),
missé g on funktio, jolle g(0) = limy_,¢ g(h) = 0.

Lause 6.1.3. Jos f: A — R on derivoituva pisteessa xg € A, niin se on myos jatkuva pisteessi xg.

Lause 6.1.4. Jos f:1l4 ja g:114 on derivaatta pisteessid xg, niin

a) (cf)(zo) = cf'(xo) Ve €R
b) (f +9)'(z0) = f'(w0) + ¢'(0)
; (f9) (zo) = f'(z0)g(z0) + f(20)g' (w0)

' —g(x0)
(g) (zo) = TEDIEk kun g(zo) # 0

(f>’(x ) £/0)g(wo) = flwo)g' (o)
g) " lg(ao)]? |
kun g(zg) # 0.
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Lause 6.1.5. Jos f : A — R on bijektio, silli on derivaatta pisteessd zo € A, f'(zo) # 0, ja
kiiinteiskuvaus f~1 on médritelty jossain pisteen yo := f(x¢) ympéristossi, niin f~1:114 on derivaatta
pisteessd yo ja
1

Y wo) = 57—-

000 = 3t
Lause 6.1.6. Jos f on derivoituva pisteessi xq ja g on derivoituva pisteessd f(xo), niin yhdistetty
kuvaus g o f on derivoituva pisteessi g ja

(g0 f) (o) = f'(w0)g'(f(w0))-
Huom. Ylldolevassa merkintd (g o f)'(xo) tarkoittaa yhdistetyn funktion derivaattaa pisteessd
xg. Oikeanpuoleinen merkintd ¢'(f(xo)) tarkoittaa funktion g derivaattaa pisteessd f(zg).

6.2. Derivaatan kisitteen yleistyksii.

Maéiéritelma 6.2.1. a) Luku a € R on funktion f oikeanpuoleinen derivaatta pisteessé xg, jos
f on médritelty joukossa [zg,zg + «f jollakin a € R, ja
f(@o 4+ h) — f(zo)

lim =a
h—0+ h ’

merkitddn talloin a = f/(zo+).
b) Luku b € R on funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta pisteessi xo, jos f on madritelty
joukossa |xg — a, o] jollakin o € R4, ja

lim f(zo+h) — flxo)
h—0— h
merkitddn talloin b = f/(zo+).

:b,

Lause 6.2.2.
f'(xo) =a = f'(vo+) =a ja f'(x0—) =a.
Maééritelma 6.2.3. a) Funktio on derivoituva avoimessa joukossa A, jos se on derivoituva
jokaisessa A:n pisteessé
b) Funktio f on jatkuvasti derivoituva joukossa A, jos se on derivoituva joukossa A ja funktio
A—R:z— f'(x) on jatkuva A:ssa
c) Jos f on derivoituva joukossa A ja f': A — R : 2z — f’(x) on derivoituva pisteessi zy € A,
niin () (xzo) =: f"(x0) on fn toinen derivaatta pisteessi xg.

Huom. Vastaavalla tavalla méiritelliin kolmas jne. derivaatta.
6.3. Rollen lause, Differentiaalilaskennan véliarvolause ja hieman #Airiarvoista.

Lause 6.3.1. a) Jos f'(zp) > 0, niin on olemassa a € Ry siten, ettd 0 — o < z < zg =
f(z) < f(xo) jaxo <z <z0+a= f(xo) < f(z)
b) Jos f'(z¢) < 0, niin on olemassa 3 € R siten, ettd zo — f < © < g = f(x) > f(x0) ja
xo <z <zo+ = f(xo) > f(x).

Lause 6.3.2. Jos funktiolla f on maksimi pisteessi xg ja f on derivoituva zq:ssa, niin f’(zq) = 0.
Lause 6.3.3 (Rolle). Jos f : [a,b] — R on jatkuva joukossa [a,b], derivoituva joukossa ]a,d[ ja
f(a) = f(b), niin on olemassa c € |a, b[ siten, ettd f'(c) = 0.

Lause 6.3.4 (Differentiaalilaskennan véliarvolause, eli DVAL). Jos f : [a,b] — R on jatkuva vililla
[a,b] ja derivoituva valilla ]a, b, niin on olemassa ¢ € |a, b[ siten, ettd
1y f(0) = fla)
f (C) - b—a .
Lause 6.3.5 (Integraalilaskennan peruslause, eli IPL). Jos f : [a,b] — R on jatkuva vélilla [a, b] ja
derivoituva vélilla |a, b siten, ettd f’(x) = 0 kaikilla € ]a, b[, niin f on vakiofunktio.

Seuraus 6.3.6. Jos f on jatkuva vililla [a,b] ja derivoituva valilla ]a,b[ siten, ettd f'(x) < M
kaikilla x € Ja, b[, niin f(z) < f(a) + M(z — a) kaikilla z € ]a, b[.
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Seuraus 6.3.7. Jos [ : [a,b] — R on jatkuva vililli [a,b] ja derivoituva vililla ]a,b[ siten, ettd

f(x) 2 0 kaikilla € ]a,b[, niin f on nouseva vélilla [a, b].

Seuraus 6.3.8. Jos f : [a,b] — R on jatkuva vililli [a,b] ja derivoituva vililla ]a,b[ siten, ettd
[

f(z) £ 0 kaikilla z €

Maiéritelmia 6.3.9. a) Funktiolla f : A — R on maksimi pisteessi xo € A, jos f(z) £ f(zo)
kaikilla z € A.
b) Funktiolla f: A — R on minimi pisteessd xg € A, jos f(z) 2 f(xo) kaikilla 2 € A.
c) Funktiolla f : A — R on lokaali maksimi pisteessi xg € A, jos on olemassa o € R siten,
etté funktiolla fip(s,,q) On maksimi pisteessd .
d) Funktiolla f : A — R on lokaali minimi pisteessi xg € A, jos on olemassa « € Ry siten,
ettd funktiolla f|p(4,,q) On minimi pisteessi xg.

a,b[, niin f on laskeva vélill [a, b].

Seuraus 6.3.10. Funktiolla f : [a,b] — R voi olla maksimi/minimi pisteessi xg € [a,b] vain, jos
jokin seuraavista pétee:

a) xp=a

b) Tog = b

c) f ei ole derivoituva pisteessa xg
d) f'(zo) =0.

Lause 6.3.11. Jos f'(z9) =0 ja f”(xo) > 0, niin f:114 on lokaali minimi pisteessi x.

Lause 6.3.12. Funktiolla voi olla maksimi/minimi niissd pisteissé, joissa silld on lokaali maksi-
mi/minimi.

6.4. Yleistetty differentiaalilaskennan viliarvolause ja L’Hospitalin sdint6.

Lause 6.4.1 (Yleistetty differentiaalilaskennan véliarvolause, eli YDVAL). Jos f ja g ovat jatkuvia
valilld [a, b], derivoituvia valilld ]a, b[ ja ¢'(z) > O kaikilla = € ]a, b[, niin on olemassa ¢ € ]a, b siten,

ettd
f'(e) _ f(b) = f(a)
g

(
"(e)  g(b) —g(a)
Lause 6.4.2 (L’Hospital). Jos f(xo) = g(xo) = 0, raja-arvo
lim @
A2, o)
on olemassa, lim,_,,, f'(z) = a ja lim,_4, ¢’(x) = b # 0, niin

flx) _a

w0 g(z) b

Huom. L’Hospitalin lause voidaan todistaa heikommillakin oletuksilla.

7. INTEGRAALILASKENTA
7.1. Riemannin integraali.
Mésritelmé 7.1.1. Adrellinen joukko D = {x;}7_, on vilin [a, b] jako, jos
A= <21 <To < < Tp_1<xy=>0
Jaon D = {z}}!_, normi on
D|:= — Xp_1)-
1D gggn(xk T—1)
Jako D5 on jaon D; hienonnus, jos D1 C Ds.

Maiiritelmé 7.1.2. Jos f : [a,b] — R on rajoitettu ja D = {z}}_, on vilin [a,b] jako, niin f:mn

alasumma valill [a, b] on

J(fa D) = ng(fa D)(xk - xk—l)a

k=1
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missé gx(f, D) := inf{f(x) : xp_1 £ x < x}. Vastaavasti fmn yldsumma on
S(f,D) = Gi(f, D)(xk — x11),
k=1

missd Gg(f, D) :=sup{f(z) : zp_1 £ = < x}.
Lemma 7.1.3. Jos f : [a,b] — R on rajoitettu, D; on vilin [a,d] jako ja Dy on Dj:n hienonnus,
niin

U(faDl) g U(f7D2) ja‘ E(f7D2) é E(f7D1)
Lemma 7.1.4. Jos D; ja D, ovat vilin [a, ] jakoja ja f : [a,b] — R on rajoitettu, niin o(f, D1) <
Y(f, D2). Toisin sanoen jokainen f:n alasumma on pienempi tai yhtd suuri kuin miki tahansa f:n
ylasumma.
Miéritelma 7.1.5. Jos f : [a,b] — R on rajoitettu, niin fmn alaintegraali on

o(f) :=sup{o(f,D) : D on vilin [a,b] jako }
ja fm yldintegraali on

S(f) :==inf{E(f,D) : D on vilin [a, b] jako }.

Huom. Lemman 7.1.3 nojalla m#éritelmén supremumit ja infimumit ovat olemassa, silld jokaisella
vélin [a, b] jaolla D on

o(f,D) = (b—a) sup f(z)=X(f,{a,b})

z€Ja,b]
ja
2(f,d) 2 (b—a) inf f(z)=o0(f {a,b}).

Maiédritelméd 7.1.6. Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos ja vain jos
o(f) = 2(f), jolloin sen (Riemann-)integraali on

b
/ f(z)dz .= Z(f).

Lause 7.1.7. Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, jos kaikilla ¢ € Ry on
olemassa vilin [a, b] jako D, siten, etti

S(f,De) —o(f,D:) < e.
7.2. Peruslauseita.

Lemma 7.2.1. Jos A ja B ovat ylhadilta rajoitettuja epatyhjid reaalilukujoukkoja, niin
a) sup(A+ B) =supA+sup B, missi A+ B:={z+y:x€ A,y < B}
b) supcA =csup 4, kun ¢ =2 0 ja cA :={cx : xz € A}.
c) supcA = cinf A, kun ¢ £ 0.

Lause 7.2.2. Jos «: [a,b] — R ja 8 : [a,b] — R ovat (rajoitettuja ja) integroituvia, niin a +  on

integroituva ja
b b b
/ a(z) + B(x)de = / ozdx—|—/ Bdx.

Lause 7.2.3. Jos « : [a,b] — R on (rajoitettu ja) integroituva ja ¢ € R, niin ca on integroituva ja

/ab ca(z)dr = c/ab afz) d.

Seuraus 7.2.4. Jos funktiot fi : [a,b] — R ovat (rajoitettuja ja) integroituvia ja c¢; € R, niin
> h_i ckfr on integroituva ja

/abzn:Ckfk(l‘) dr = éck /ab fr(@) da.

k=1
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Lause 7.2.5. Jos f : [a,b] — R on (rajoitettu ja) integroituva ja

m = 1nf .'L',.aM:Su L)
a§x§bf< ) ! angbf( )

niin

b
m(b—a) §/ f(x)de £ M(b—a).

Lause 7.2.6. Jos f : [a,b] — R ja g : [a,b] — R ovat (rajoitettuja ja) integroituvia siten, ettd

f(z) £ g(z) kaikilla x € [a, b], niin
b b
/ f(z)dx £ / g(x)dz.

Huom Edeltédvissd lauseissa on mainittu erikseen oletuksena, ettd funktion tulee olla rajoitettu.
Tama kuitenkin siséiltyy oletukseen, ettd funktio on Riemann-integorituva, ja siksi sitd ei jatkossa
enéd erikseen mainita.

Maidéritelmi 7.2.7. Funktion f: A — R positiiviosa on funktio

f(@), kun f(z) 20
0 muulloin,

f_‘_ZA—)RZl'#—){

ja negatiiviosa on funktio

— <
f-:A-R:iz— /@), kunf(fv):()
0 muulloin .
Huom. f+ =2 0ja f_ 2 0. Liséksi f = fy — f_ ja |f| = f+ + f—.
Lause 7.2.8. Jos f : [a,b] — R on integroituva, niin fi : [a,b] — R ja f_ : [a,0] — R ovat
integroituvia.
Lause 7.2.9. Jos f : [a,b] — R on integroituva, niin myos |f| : [a,b] — R : z +— |f(z)| on

integroituva ja

< / @) d.

/abf(x) dx

Lause 7.2.10. Jos « : [a,b] — R ja 3 : [a,b] — R ovat integroituvia, niin af : [a,b] — R : z
a(z)B(z) on integroituva.

Lause 7.2.11 (Integraalilaskennan véliarvolause, eli IVAL). Jos f : [a,b] — R on integroituva,
m= infa§z§b f(ﬂi') ja M = Supa§x§b f(x)v niin

b
bia/ flx)dz £ M.

Seuraus 7.2.12. Jos f : [a,b] — R on jatkuva ja integroituva, niin on olemassa ¢ € [a, b] siten, ettd

b
10 = 5= [ fa)d,

Lause 7.2.13 (Yleistetty integraalilaskennan véliarvolause, eli YIVAL). Jos f : [a,b] — R ja h :

m S

[a,b] — R ovat integroituvia, h = 0 ja f; h(zx) dz, niin
b
< I, fb(m)h(a:) dx <M
[ h(x)de

missd m = inf,<, <, f(7) ja M = sup,<,<; f(2).

)

Madritelmd 7.1.6 koskee vain funktioiden integraalia niiden koko méiirittelyjoukossa. Funktiolle
tietenkin voidaan mé#aritelld integraali pienemmassikin joukossa
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Mééritelmé 7.2.14. Funktio f : A — R on integroituva yli vilin [a,b] C A, jos fj[4,5 On integroituva
madritelmén 7.1.6 mielessi. Tall6in f:n Riemann-integraali yli vélin [a, b] on

/ab f(z)dz = /ab flla,p) () d

Esimerkiksi funktion fRy — R : z — % Riemann-integraali yli vilin [1,2] C R4 on sama kuin
rajoittuman fi[ g : [1,2] — R integraali yli vélin [1, 2].

Lause 7.2.15. Jos f : [a,b] — R on rajoitettu ja ¢ € |a, b[, niin f on Riemann-integroituva yli vilin
[a,b] jos, ja vain jos f on integroituva yli vélien [a, ¢| ja [c, b]. Lisdksi talloin

/f m—/f m+/f

Maidéritelmi 7.2.16. ) Jos f: A — R on funktio ja a € A, niin

/a [ (@) da =

b) Jos f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, niin

Aéﬂ@dz;.Laﬂ@dx

Lause 7.2.17. Jos f: A — R on integroituva, ja A on vili, joka sisdltad pisteet a,b ja ¢, niin

AV@@:A%@W+AU@W

olivatpa pisteet a,b ja ¢ missé jarjestyksessd hyvénsa.
7.3. Jatkuvien funktioiden integroituvuus.
Maaritelma 7.3.1. Funktio f: A — R on tasaisesti jatkuva, jos
Vee R 0. eRy iy €A |z —yl <de = |f(z) — fly)| <e.
Lause 7.3.2. Jos f : [a,b] — R on jatkuva joukossa [a, b], niin f on tasaisesti jatkuva joukossa [a, b].
Lause 7.3.3. Jos f : [a,b] — R on rajoitettu ja jatkuva, niin se on Riemann-integroituva.
7.4. Lebesguen ehto. (Ei tarvitse osata).

Masritelmd 7.4.1. Joukko A C R on nollamittainen, jos kaikilla ¢ € Ry on olemassa vilit
Jak, bi[, k € N siten, ettd

n

)
ACUk 1 ak,bk ja Z bk—ak = hm Z(bk—ak)<8
k=1 k 1

Lause 7.4.2 (Lebesguen ehto). Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva jos, ja
vain jos sen epéjatkuvuuspisteiden joukko on nollamittainen.
Lause 7.4.3. Seuraavat ovat riittévia ehtoja rajoitetun funktion f : [a, b] — R Riemann-integroituvuudelle:

a) f:n epédjatkuvuuspisteiden joukko on numeroituva
b) f on monotoninen
c) f on rajoitetusti heilahtelva, eli on olemassa M € R siten, ettd kaikille vilin [a,b] jaocille

D = {z1}}_, pétee

ST (2r) — flar)| < M.

k=1

Lebesguen ehdon todistus yms, katso Tom Apostol: "Mathematical Analysis".
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7.5. Primitiivi.

Maééritelmd 7.5.1. Olkoon f : [a,b] — R funktio. Jos on olemassa funktio F' : [a,b] — R siten, ettd
F'(z) = f(x) kaikilla € ]a,b[, F'(a+) = f(a) ja F'(b—) = f(b), niin F on funktion f primitivi eli
antiderivaatta.

Huom. Primitiivi voidaan méiritelld samaan tapaan yleisemmin esimerkiksi avoimessa joukossa
maéaritellylle funktiolle.

Huom. Primitiivi ei ole yksikisitteinen: Jos F' on f:n primitiivi, niin kaikilla ¢ € R my6s F' + ¢
on f:n primitiivi.

Lause 7.5.2. Jos F' on funktion f primitiivi, niin {F + ¢ : ¢ € R} on kaikkien f:n primitiivien
joukko.

Lause 7.5.3. Jos F on funktion f : [a,b] — R primitiivi ja G on funktion g : [a,b] — R primitiivi,
niin F' 4+ G on f + g primitiivi, ja aF on af:n primitiivi kaikilla « € R.

7.6. Riemann-integraali ja primitiivi.

Lause 7.6.1. Jos f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, niin funktio

F :la,b] —>R:x»—>/ f(t)dt
on jatkuva.

Lause 7.6.2. Olkoot f ja F' kuten edellisessd lauseessa ja f lisdksi jatkuva pisteessi xg € ]a,b[.
Télloin F on derivoituva pisteessd xg ja F'(xg) = f(xo)-

Lause 7.6.3. Jos f : [a,b] — R on jatkuva, niin silld on primitiivi
F:[a,] —>R:xn—>/ (@) dt.

Lause 7.6.4 (Analyysin peruslause). Jos f[a,b] — R on jatkuva, niin

b
b
[ @) de=F0) - Fla) = [oF (@),
missd F' on jokin f:n primitiivi.

Huom. Analyysin peruslause kattaa vain jatkuvat funktiot. On olemassa my6s epdjatkuvia inte-
groituvia funktioita.

Huom. Maéritelma 7.1.6 on integraalin méiritelmé, dskeinen lause kertoo vain, kuinka er&issa
poikkeustapuksissa integraali voidaan laskea helpommin.

Huom. Askeisen lauseen motivoimana primitiivii sanotaan usein mdadriamdttomdiksi integraaliksi
ja merkitidén [ f(z)dz = F(z).
7.7. Osittaisintegrointi.

Lause 7.7.1. Jos f : [a,b] — R on derivoituva ja f’ integroituva, niin

b
/fmmm:ﬂw—ﬂw

Lause 7.7.2. Olkoot u : [a,b] — R ja v : [a,b] — R derivoituvia ja u’ ja v" integroituvia. T&ll6in
b b
/ wy’ dx = /Zuv - / w'vd.

Lause 7.8.1. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja z : [a, 8] — [a,b] : t — xz(t) jatkuvasti derivoituva
aidosti nouseva bijektio. Talloin

7.8. Muuttujanvaihto.

B
a

/ab f(z)dx = / 2/ (t)(f o )(t) dt.
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7.9. Epéoleelliset integraalit. I: Rajoittamaton vili

Maiéritelma 7.9.1. a) Jos funktio f : [a,00] — R on Riemann-integroituva yli jokaisen vilin
[a,b] C [a,o0] ja raja-arvo limy_ ff f(z)dz = L on olemassa, niinf:1ld on epdoleellinen
integraali L yli vélin [a, oo, merkitddn talloin

/ " f@yde =1,

. T . o0
ja sanotaan, etté integraali fa f(z) dx suppenee
b) Samankaltaisin oletuksin mé#dritelldéin epéoleellinen integraali

b b
/ f(z)dz = lim f(z)dzx
funktiolle f :] —oo, b]
c) Jos f: R — R on integroituva yli jokaisen vilin [a,b] C R, ja jollakin ¢ € R raja-arvot
c b
lim f(z)dx ja lim f(z)dx
a——oo [ b—oo J.

ovat olemassa, niin f:114 on epéoleellinen integraali

S c b
/ f@)dz:= lim f(z)dz + blim / f(x)dx.

a——00
a

Huom. Kohdassa c epéoleellisen integraalin olemassaolo ja arvo eivit riipu pisteen ¢ € R valin-
nasta.

Huom. Jos esimerkiksi .

lim f(x)dx = oo,
b—oo a
niin merkitdin f;o f(x) dz = co. Tall6in kuitenkin epioleellinen integraali hajaantuu, ei suppene.
Huom. Epioleelliset integraalit palautuvat funktioiden raja-arvoihin.

Lause 7.9.2. Jos funktiolla f : [a,00[ — R on f(z) = 0 ja f on integroituva yli jokaisen vélin
[a,b] C [a, o0, niin seuraavat ovat yhtapitavia:

(1) [ f(z) dz suppenee

(2) on olemassa M € R siten, etté kaikilla b = a on f; f(z)dx £ M,
Lause 7.9.3. Jos f : [a,00[ — R ja g : [a,00[ — R ovat funktioita siten 0 < f(x) < g(z) kaikilla
T 2 a ja integraalit f; f(x)dzx ja ffg(x) dx ovat olemassa kaikilla b 2 a, niin

(1) [F g(x) do suppenee => [ f(x) dz suppenee

(2) [ f(z)dz hajaantuu = [~ g(z) hajaantuu.
Lause 7.9.4 (Osaméiratesti). Jos f : [a,00[ — R ja g[a,00[ — R ovat integroituvia yli jokaisen
vélin [a,b] C [a, 00[ ja kaikilla z = a on f(z) = 0 ja g(z) > 0, niin

(1) Jos lim, .o £ = A > 0, niin

o0 o0
/ g(x) dx suppenee <:>/ f(z)dx suppenee
a a

(2) Jos limy_ o0 % =0, niin

/ g(z) dx suppenee :>/ f(x)dz suppenee

(.,

(z)

)

(3) Jos limy o0

= 00, niin

—~

7
/ g(x) dz hajaantuu :>/ f(z)dx hajaantuu.
a a

oo
a

Maééiritelmi 7.9.5. Integraali faoo f(z) dz suppenee itseisesti, jos integraali [ | f(x)| dz supppenee.
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Huom. Téssi méadritelméassi on ehto vihemmén kuin luennolla esitetyssi (ehto on nyt seuraavan
lauseessa).
Lause 7.9.6. Jos f : [a,00[ — R on integroituva yli jokaisen vélin [a,b] C [a,o0] ja integraali
faoo f(x) dx suppenee itseisesti, niin se suppenee.

Lause 7.9.7. Jos [° f(z)dx ja [~ g(x) dz suppenevat, niin

a) [° f(z) + g(x) dz suppenee
b) f;o cf(x) dz suppenee kaikilla ¢ € R.

II: Rajoittamaton funktio

Maééritelma 7.9.8. (1) Jos f : Ja,b] — R on integroituva yli jokaisen vilin [c,b] C ]a,b] ja
raja-arvo

c—a+

b
lim / flx)de =1L

on olemassa, niin L on f:n epdoleellinen integraali yli vélin ]a,b], merkitdin

L= /abf(:c)dx.

(2) Samankaltaisin oletuksin funktiolle f : [a,b] — R on

b C
/ f@)dz := lim f(x)dx.

c—b— [,

(3) Funktiolla f : Ja,b[ — R on epdoleellinen integraali, jos on olemassa « € |a, b[ siten, ettd f on
integroituva yli jokaisen vilin [3, ] C |a, o] ja [@, 7] C [o, b jaraja-arvot limg_,,+ f; f(z)dx
ja limy,_p— f; f(x) dz ovat olemassa,. T4llin

Y

/ab f(z)dr = lim /; f(x)dx +V13£17/ f(z) da.

f—a+ a

Huom. Miiritelméin kohdassa 3 epéoleellisen integraalin olemassaolo ja arvo eivat riipu pisteen
a € ]a, b] valinnasta.

Huom. Aiempien lauseiden kanssa analogiset tulokset pétevit myds méidritelmén 7.9.8 epéoleel-
lisille integraaleille.

8. REAALILUKUSARJAT
8.1. Sarja ja sen summa.

Maééritelma 8.1.1. a) Olkoon (z1)7°; reaalilukujono. Sen n:s osasumma on Y ,_, Tj.

b) Osasummien jono
= (a)
k=1

on lukujonon (zj)32, médrittelemé sarja, merkitdén sitd > o | xy.

c¢) Lukujonon (zy)f2, méirittelemé sarja suppenee (eli konvergoi), jos osasummien jonolla
(Sn)52, on raja-arvo S € R, télldin raja-arvoa S sanotaan sarjan Y .-, zy summaksi

d) Jos sarja ei suppene, se hajaantuu (eli divergoi)

e) Suppenevan sarjan n:s jidnndstermi on R, :=S — S, = Zl?;m-l T

oo

n=1

Huom. Merkinnélld Y 7° | zy tarkoitetaan joskus sarjaa ja joskus sen summaa. Yleensé merkitys
selvidd asiayhteydesta.

Huom. Al koskaan kiiyts laskuissa sarjan summaa, ellet tiedi etti se suppenee.

Huom. Sarjat palautuvat maaritelménsa vuoksi lukujonojen raja-arvoihin.

Huom. Sarjat ovat analogisia epéoleellisten integraalien kanssa: Sarja Zzozl ap suppenee jos, ja
vain jos epéoleellinen integraali floo f(z) dx suppenee, missd f(x) :=ag, kun k <z < k+ 1.

Toisaalta epéoleellinen integraali floo g(x) dz suppenee jos, ja vain jos sarja Y, f:“ g(z) dx
suppenee.
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Lause 8.1.2. Jos sarjat Zzozl Tr ja 2211 Yr suppenevat, ja niiden summat ovat S, ja Sy, niin

a) sarja >, (xx + yx) suppenee, ja sen summa on S, + Sy
b) kaikilla ¢ € R sarja Yo, ¢z suppenee, ja sen summa on cSy.

Seuraus 8.1.3. Jos sarja Y .., x) suppenee ja » .-, y, hajaantuu, niin sarja Y .- (zr + yi)
hajaantuu.

Lemma 8.1.4. Kun ¢ # 1, geometrisen sarjan ZZO_O g* n + 1:s osasumma on on

Zq

Lause 8.1.5. Geometrinen sarja Z;ioq suppenee jos, ja vain jos |¢| < 1, jolloin sen summa on
1

1— qn+1

1—¢q

1—q°
Huom. Geometrisen sarjan indeksit alkavat 0:sta. Myds sarjoja Zl?;o aq®, missi ¢ € R on vakio,

sanotaan geometrisiksi. Niiden summan laskemiseen sovelletaan lausetta 8.1.2.
Huom. Méiritellisin 00 := 1.

Lause 8.1.6 (Cauchyn kriteeri). Sarja } -, z suppenee jos, aj vain jos kaikilla e € R on olemassa

n(e) € N siten, ettd
n+p

> o

k=n-+1

n>n(e),pe N= <e.

Esim. Harmoninen sarja > oo, % hajaantuu.
Lause 8.1.7. Jos sarja Z,:il x) suppenee, niin limg_, o xx = 0 ja lim,_,. R, = 0.

Huom. limy_ ., xx = 0 ei takaa sarjan 212021 x, suppenemista (esimerkiksi harmoninen sarja
hajaantuu, vaikka limg_. 1/k = 0.

Seuraus 8.1.8. Jos limg_ o x; # 0 tai Alimy_. o x, niin sarja Zi’;l T ei suppene.

Lause 8.1.9. Olkoon p € N. Sarja )77, a5 suppenee jos, ja vain jos sarja > .2 xj suppenee.

T&lloin
oo _
Z Tk Z Ty + Z T
k=1 k=1

Lause 8.1.10. Olkoon )_,°, z; suppeneva sarja, (k:m);’,j’:l aidosti nouseva jono luonnollisia lukuja
(kl <ko <ks<-<kpm<kni <--~),ja

k1
Y1 =21 + 22+ Tpy = E T
=1
k2
Y2 ' =Tgy 41+ Thy42 + o+ Ty = E x
I=k1+1
knl
Ym =Tk 41 T Tk 42 T+ Tg,,, = 2 : Ty
l=kpm_1+1

I3t EIE] . . o0 - o0 o0
Talloin my6s sarja Y -, Ym SUpPpenee, ja sen summa on > Ym = 2 - L.

Huom. Toiseen suuntaan ei voida paatelld: uudelleen ryhmitellyn sarjan suppenemisesta ei (ilman
lisdehtoja) seuraa alkuperiisen sarjan suppeneminen.

Lause 8.1.11. Jos sarja 2211 Tok_1+Tok suppenee jalimy_, o xx = 0, niin sarja Zzozl Tk suppenee.
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8.2. Positiivitermiset sarjat.
Médritelmd 8.2.1. Sarja > -, x5 on positiiterminen, jos xj, = 0 kaikilla k € N.

Lause 8.2.2. Positiiviterminen sarja Zzozl I, suppenee jos, ja vain jos on olemassa M € R siten,
ettd S, = > ) _, xx < M kaikillan € N.

Lause 8.2.3 (Majoranttiperiaate). Jos 0 £ z;, < yj, kaikilla k € N ja sarja >, ; yx suppenee, niin
my0s sarja 2211 Tk suppenee.

Seuraus 8.2.4 (Minoranttiperiaate). Jos 0 < zj, < yj, kaikilla k& € N ja sarja ) ;- ; z) hajaantuu,
niin myos sarja 220:1 Yy hajaantuu.

Suppenemistesteji:

Lause 8.2.5. Jos xp 2 0 ja yx > 0 kaikilla k& € N ja

a) limj_.oc 75 = a > 0, niin > peq Yk suppenee <= > 7 | x) suppenee
b) limy_. $& = 0, niin > re i Yk suppenee => > 7 | x), suppenee

¢) limy_e §* = oo, niin > req Yk hajaantuu = Y - | 2 hajaantuu.

Lause 8.2.6 (Cauchyn juuritesti). Jos zp = 0 kaikilla k£ € N ja on olemassa a < 1 ja kg siten, ettd
k > ko = /T < a, niin sarja >, T suppenee.

Lause 8.2.7 (Cauchyn suhde- eli osamééarétesti). Jos xp > 0 kaikilla k € N ja on olemassa a < 1 ja
ko € N siten, ettd k > ky = % < a, niin sarja Y ;- ; T3 suppenee.

Seuraus 8.2.8. a) Jos xp = 0 kaikilla k£ € N ja 3limg_ T =: a < 1, niin sarja Zzozl Tk
suppenee
b) Jos x; > 0 kaikilla k € N ja 3limj_o 2 =: b < 1, niin sarja Y, | x suppenee.

k

Lause 8.2.9 (Integraalitesti). Jos f : [1,00[ — R on vidhenevi, ei-negatiivinen ja integroituva
jokaisella vélilld [1,a],a 2 1, niin

oo oo
/ f(x)dz suppenee <= Zf(k) suppenee.
1 k=1
Positiivitermisié sarjoja koskevia lauseita:

Lause 8.2.10. Jos x; = 0 kaikilla k& € N, sarja Zkoil x) suppenee ja a : N — N on bijektio, niin
my0s sarja 220:1 To(k) SUPDENee ja sen summa on

Z xa(k) = Z Tl
k=1 k=1

Lause 8.2.11 (Cauchyn tulo). Jos positiivitermiset sarjat Y po, Zx ja Y pe Yk suppenevat, niin
myds sarja

oo k
T1y1 + (T1y2 + T2y1) + (T1ys + Toy2 +T3y1) + - = Z ( ﬂflykﬂ—z)
k=1 \I=1
suppenee ja sen summa, on
0o k 0o 0o
5 (z y> _ (z ) (z y> .
k=1 \I=1 k=1 k=1

Lause 8.2.12. Jos z; = 0 kaikilla k € N, (k,,,)5>_; on aidosti nouseva jono luonnollisia lukuja (vrt
lause 8.1.10) ja

Y1 =21+ T2+ A+ Tpy

Y2 1= Ty p1 + Thygp2 oo F Ty
k'm

ym = Z Iy,

I=kpm_1+1
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niin
oo [ee]
Z Ym Suppenee < Zxk suppenee.
m=1 k=1
8.3. Itseisesti suppenevat sarjat.
Madritelma 8.3.1. Sarja > -, x) suppenee itseisesti, jos sarja » .- | |x)| suppenee.
Maiéaritelmi 8.3.2. Merkitddn jonolle (x)72
+ T, jos 2 20
x) = ;
0 muulloin
ja
_ —x, jos xp =0
x = ;
0 muulloin.

Huom. z, = 2 —z;, 0=z <lagl, |ow| =iz, ja 0=, <ol

Lause 8.3.3. Sarja Y .-, ) suppenee itseisesti <= sarjat >, =) ja > po, ¥ suppenevat.
Lause 8.3.4. Itseisesti suppeneva sarja suppenee.

Seuraus 8.3.5. Jos sarja Y .., T) suppenee, mutta ei itseisesti, niin sarjat >, @} ja > oo @)
hajaantuvat.

Lause 8.3.6. Jos sarja Z;ozl T, suppenee itseisesti ja a : N — N on bijektio, niin sarja Z:i1 T (k)
suppenee itseisesti (ja siis suppenee myo0s sellaisenaan). Liséksi

Z Ia(k) = Z T
k=1 k=1

Lause 8.3.7. Jos sarja Y .-, zj suppenee, mutta ei itseisesti, niin kaikille ¢ € R sarjan termit
voidaan jarjestdd uudelleen (eli on olemassa bijektio o, : N — N jne) siten, ettd uuden sarjan
summaksi tulee c. Sarja voidaan myés jérjestdd uudelleen siten, ettd uusi sarja hajaantuu.

Lause 8.3.8 (Leibnitz!'). Jos (x;) on aidosti viihenevi jono positiivisia reaalilukuja siten, etti

limy_ .~ zr = 0, niin sarja
oo

Z(_l)kJrl«Tk

k=1
suppenee, sen n:s jidnnostermi R, on samanmerkkinen kuin (—1)" ja |R,| < @p41.

9. FUNKTIOJONOT JA -SARJAT

9.1. Pisteittdinen ja tasainen suppeneminen.

Maééritelm& 9.1.1. Olkoot fj, : A — R funktioita. Funktio f : A — R on jonon (fx)32, pisteittdinen
raja-arvo, jos kaikilla x € A on limg_. o fr(x) = f(x).

Huom. Pisteittdinen raja-arvo palautuu lukujonojen raja-arvoon, silla kun x € A on valittu, on
(fx(2))g2, reaalilukujono.

Maééritelm& 9.1.2. Funktiojono (fx)32, fx : A — R suppenee tasaisesti kohti funktiota f : A — R,
jos

Ve e Ry Jk(e) eNVz € A: k> k(e) = |fu(z) — f(z)| <e.

INimen voi kirjoittaa sekd Leibniz ettd Leibnitz, L itse kuulemma k&ytti edellistd muotoa, mutta muut jalkim-
méiistd, joka oli vakiintunut 1900-luvulle asti.
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Huom. Luennolla esitettiin mééritelma puhekielisemmaéssi muodossa:
Ve e RyJk(e) e Ntk > k(e) = |fr(x) — f(z)] <eVx € A.

Ajatus on kuitenkin sama: pisteittiisessid suppenemisessa kullekin z:lle ja ¢ € Ry voidaan valita
k(e) siten, ettd |fi(z) — f(x)] < e, tasaisessa suppenemisessa on kullekin ¢ € R olemassa k(¢) € N
siten, ettd |fi(x) — f(x)] < € jokaisella z € A.

Lause 9.1.3. Jos funktiojono ( fx) suppenee tasaisesti kohti funktiota f, se suppenee mydés pisteittdin
kohti funktiota f.

Lause 9.1.4. Funktiojono (f%)?2,, fx : A — R, suppenee tasaisesti kohti funktiota f : A — R jos,
ja vain jos

k—oo \ zeA

i (sup (o) = )] ) =

Lause 9.1.5 (Cauchyn ehto tasaiselle suppenemiselle). Funktiot fx : A — R suppenevat tasaisesti
kohti jotain funktiota jos, ja vain jos

Ve e Ry3k(e) e N:kym > k(e) = |fm(z) — fru(2)] <eVx € A.

Lause 9.1.6. Jos I C R on vili, funktiot fi : I — R ovat jatkuvia ja suppenevat tasaisesti kohti
funktiota f : I — R, niin f on jatkuva.

Lause 9.1.7. Jos funktiot fi : A — R ovat integroituvia yli vélin [a,b] C A ja suppenevat tasaisesti
kohti funktiota f : A — R, niin f on integroituva yli vélin [a, b] ja

b b
/ f(z)dx = lim fr(z) de.
a k—oo Jq
Huom. Integroituvuus téssd tarkoittaa tavallista integraalia (mé&éritelmén 7.1.6 mukaista), ei
epioleellista integraalia. Oletuksiin siis sisiiltyy, ettid funktiot fj ovat rajoitettuja.

Seuraus 9.1.8. Edellisen lauseen oletuksin, kun zy € [a, b], funktiot
Fy, : [a,b] —>]R:acb—>/sz(t)dt
o
suppenevat tasaisesti kohti funktiota
F :[a,b] —>]R:acl—>/zf(t)dt.
o

Huom. Seurauksen funktiot Fj, eivdt valttaméttd ole funktioiden fj primitiiveja (silld kaikilla
integroituvilla funktioilla ei sellaisia ole olemassa).

Lause 9.1.9. Olkoot funktiot fi : [a,b] — R jatkuvasti derivoituvia siten, ettid derivaatat f, :
[a,b] — R suppenevat tasaisesti kohti funktiota g : [a,b] — R ja jollakin zo € [a, b] jono (fx(z0))3,

suppenee. Téll6in funktiot fi suppenevat tasaisesti, ja niiden rajafunktiolle f(z) := limg— oo fx()
on

f'(z) = lim_fi(z) = g(x).
9.2. Funktiosarjat.

Maédritelmé 9.2.1. Funktioiden f : A — R osasummien S,(z) := Y ;_, fx(x) jonoa sanotaan
funktiosarjaksi, ja merkitddn > oo | fu(x).

Funktiosarja > -, fx(x) suppenee pisteittiin, jos osasummien jono (S,(z))22; suppenee pisteit-
tdin. Jos osasummien jono suppenee tasaisesti, niin funktiosarja suppenee tasaisesti.

Huom. Merkinnilld Y ;2 | fx(x) tarkoitetaan joskus sarjaa (riippumatta siiti suppeneeko se vai
ei), ja joskus suppenevan sarjan summaa.
Huom Funktiosarjan suppeneminen palautuu funktiojonon suppenemiseen.
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Lause 9.2.2. Joukossa A pisteittdin suppeneva funktiosarja Z:ozl fx(x) suppenee tasaisesti jos, ja
vain jos jadnndstermifunktiolle

Ro(z) =Y filz) = > _ ful@)= Y fr(2)
k=1 k=1

k=n-+1

on limy, o sup,e 4 |Rn(z)] = 0.

Huom. Askeisessi lauseessa tapaus {| R, ()| : 2 € A} ylh#ilti rajoittamaton dérettomin monella
n € N tulkitaan siten, ettd sup,c 4 |Rn(x)| /4 0.

Huom. Jos et tied4, ettd sarja suppenee pisteittdin, dla kiytd dskeistd lausetta. Ja&dnnostermi
nimittdin on méiéaritelty vain suppeneville sarjoille.

Lause 9.2.3 (Weierstrassin "M-testi"). Jos funktioille f : A — R on olemassa M}, € R siten, ettd
|fe(z)| £ My, kaikilla z € A ja k € N ja sarja > ,-; M}, suppenee, niin sarja Y, fx(z) suppenee
tasaisesti.

Lause 9.2.4. Jos funktiot fi[a,b] — R ovat jatkuvia kaikilla k € N ja sarja > .~ fr(z) suppenee
tasaisesti, niin sen summafunktio

S:[a,b}HR:xHka(x)
k=1
on jatkuva.

Lause 9.2.5. Jos funktiot f : [a,b] — R ovat integroituvia ja sarja > -, fx(x) suppenee tasaisesti,
niin summafunktio S(z) = > ,—, fi(z) on integroituva ja

b ©© e} b
/ ka(x)dxzz fr(x)de.
¢ k=1 k=170

Huom. Kuten funktiojonoille, on myos sarjoille edellisen lauseen oletuksin voimassa, ettd kun
xo € [a,b], funktiot

mn x
Fpilab] >Rz Y [ fu(t)dt
k=1"%0
suppenevat tasaisesti kohti funktiota

F:la,b) = R:z— ka(t)dt.
T0 k=1

Lause 9.2.6. Jos funktiot fj[a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia, sarja Y, , fr.(x) suppenee ta-
saisesti ja jollakin zq € [a, b] sarja Y oo ; fr(20) suppenee, niin sarja >, -, fix(z) suppenee tasaisesti,

on derivoituva ja )
(an>=2ﬁm.

9.3. Potenssisarjat.

Maiéritelmi 9.3.1. Jos xg € R ja a, € R kaikilla k£ = 0,1,2,..., niin muotoa

o0
Z ag(x — xo)k
k=0

olevaa sarjaa sanotaan potenssisarjaksi.

Lause 9.3.2 (Abel). Jos potenssisarja Y p, ax(z — 20)*

penee kaikilla z € R, joilla on |x — zo| < |21 — xo|-

suppenee pisteessi x1 # xg, niin se sup-

Huom. Jokainen potenssisarja suppenee pisteessé zg.

Lause 9.3.3. Jos on olemassa M € R siten, ettd |ay (71 — 20)¥| £ M kaikilla k = 0,1,2,..., niin
sarja Y p—o ax(® — xo)* suppenee kaikilla z € R, joilla on |z — z¢| < |21 — 20
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Seuraus 9.3.4. Jos sarja >, ax(z1 — To)" hajaantuu, niin sarja > .-, ax(z — 20)* hajaantuu
kaikilla « € R, joilla on |z — zo| > |21 — o]
Miééritelmd 9.3.5. Olkoon Y - ax(z — zo)® potenssisarja ja
E = {|lz — x| : sarja Y o, ar(x — z0)" suppenee pisteessd z}.
Potenssisarjan Yoo, ar(z — 20)* suppenemisside on

] kun F on ylh&iltd rajoittamaton
o sup £ muulloin.

Lause 9.3.6. Jos R on potenssisarjan Z;‘;O ar(x — z0)* suppenemissiide, niin sarja suppenee, kun
|z — zo| < R ja hajaantuu, kun |z — z,| > R.

Huom. Potenssisarjan suppeneminen kun |z — 29| = R on aina selvitettéva erikseen. Esimerkiksi
sarja 22021 z* el suppene pisteissi +1, sarja Z?;l i—: suppenee pisteissd +1 ja sarja 21;“;1 %
hajaantuu pisteessd 1 ja suppenee pisteessd —1. Jokaiselle néista sarjoista on R = 1.

Lause 9.3.7. Olkoon Y ;- ay(z — x0)* potenssisarja ja R sen suppenemissiide.
a) Jos IM € R: |ax| £ M kaikilla k =0,1,2,..., niin R =1
b) Jos Im € Ry : m < |ag| kaikilla £ =0,1,2,..., niin R< 1
c) Jos Im, M € Ry : m < |ag| £ M kaikilla k =0,1,2,..., niin R =1.

Lause 9.3.8. Potenssisarjan Y, ax(z — 20)* suppenemissiide on

0 jos {¥/|ak| : k =2 n} on ylhdiltd rajoittamaton Vn € N
R=qo00  jos lim, oo supy>, ¥/ |ax] =0
1/a  jos limy, oo SUpy>, V/|ax| = a € Ry.
Huom. Jos tulkitaan, ettd ylh#élta rajoittamatoman joukon supremum on oo, lim, . co = oo,
1/0 = 00 ja 1/00 = 0, lauseen kaava R:lle saa yksinkertaisemman muodon:
1
R=— - .
limy, .00 SUPL>,, v/ |k

Huom2. Parempi kuitenkin olla tulkitsematta niin. Ajattele edellisen huomautksen kaavaa en-
emmaéankin muistisddntona.

Lemma 9.3.9. a) Jos reaalilukusarjalle Y% j ap on lim,, o supy>,, 3/]ax| < 1, niin se sup-
penee.
b) Jos reaalilukusarjalle 72 ax on lim, .o sup,>, 4/|ax| > 1, niin se hajaantuu.

Lause 9.3.10. a) Jos raja-arvo limg_.. ¥/|ar| on olemassa tai limg_ ¥/|ax| = oo, niin
potenssisarjan Y y- ax(z — 2)* suppenemissiide on

0 jos limy o {/]ag| = o0
R=<{ 00 jos limg o0 ¥/|ag] =0
1/a  jos limg—.oo ¥/|ak| = a.

b)
Jos raja-arvo limg o % on olemassa tai limy,_, oo Ia‘(’:"l‘ = oo, niin potenssisarjan Yoo ap(z —
70)* suppenemissiide on
0 jos limyp_ o0 “TZ:E' =00
R=<{0c0 joslimj_ ‘a|zkzzr|l| =0
: : lak+1]
1/b  jos limg— o = b.
Lause 9.3.11. a) Jos R € Ry on potenssisarjan > p ax(z — 20)* suppenemisside ja a €

10, R[, niin sarja Y-, ax(z — 2)* suppenee tasaisesti joukossa [zg — o, 2 + al.
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b) Jos potenssisarjan suppenemisside on oo, niin se suppenee tasaisesti joukossa [—M, M]
kaikilla M € R;.

Seuraus 9.3.12. a) Jos R € Ry on potenssisarjan Y -, ax(r — 2)* suppenemissiide ja o €
10, R[, niin summafunktio >, ax(x — zo)"* on jatkuva joukossa [zg — o, 2o + a].
b) Jos potenssisarjan suppenemisside on oo, niin sen summafunktio on jatkuva koko R:ssi.

Lause 9.3.13. a) Jos R € Ry on potenssisarjan Y ;- ak (r —x,)" suppenemisside ja 0 < a <
R, niin potenssisarjan summafunktio on integroituva valilld [zg — a, xo + @] ja

Tot+a X To+ta
/ g ap(x — z0)* dx = E / ap(z — z0)" d.
T To—«

0T k=0

b) Jos potenssisarjan Y - ax(z — zo)" suppenemissiide on oo, niin sen summafunktio on in-
tegroituva yli jokaisen villin [-M, M] C R ja

M
/ Zakx—xo dx—Z/ x—xokdx.
Lause 9.3.14. Potenssisarjalla > ,- ; a(z—2)" on sama suppenemissiide kuin sarjalla y -, kay (z—
k—1
LL'()) .

Lause 9.3.15. a) Jos R € R, on potenssisarjan suppenemisside, niin sarjan summafunktio
on derivoituva valilld Jzo — R, zg + R] ja

)
(*) D (X ak(@ —w0)k) =Y ka(x —z0)" "
k=1
b) Jos potenssisarjan suppenemisside on co, niin sen summafunktio on derivoituva koko R:ssi
ja derivaatta selvidé kaavasta (*).

9.4. Funktioita.
Maédritelmd 9.4.1. exp(z) :==> -, %],c
Lause 9.4.2. exp’(z) = exp(z)Vz € R.
Lause 9.4.3. Funktio exp on funktion exp primitiivi.
Lause 9.4.4. Funktio exp on aidosti nouseva bijektio R — R .
Maiéritelmi 9.4.5. Funktion exp: R — R kidnteisfunktio on logaritmi log: Ry — R.

Lause 9.4.6. a) log'(x) =1/x
b) Logaritmifunktion primitiivi on = log(z) — «.

Maaéiritelma 9.4.7.

k=0
o0 L 22k
cos(x) :Z(—l) k!
k=0
Lause 9.4.8. a) Sinin ja kosinin méiérittelevit sarjat suppenevat tasaisesti valilld [—M, M|

kaikilla M € R,
b) sin’(x) = cos(z)Vz € R
c) cos’(x) = —sin(z) Vz € R.

Tarkemmin funktioista (sinin ja kosinin summakaavat yms kivaa): katso Merikosken moniste,
johon on linkki esim AT:n kotisivuilta.

Tarkemmin melkeinpd mistd tahansa alkeisanalyysiin liittyvista asiasta 16ytyy Tom Apostolin
teoksesta Mathematical Analysis.



